{0>Основные положения теории фракталов и мультифракталов<}100{>Principles of theory of fractals and multifractals<0}
{0>Термин «фрактал» впервые использовал в своей работе Бенуа Мандельброт [35].Слово фрактал произошло от латинского слова fractus и переводится как дробный, ломаный.<}100{>The term "fractal” was used for the first time in Benoît Mandelbrot’s work [35]. The word fractal was derived from the Latin fractus meaning "fractured" or "broken."<0} {0>Им он называл геометрические объекты, имеющие сильно изрезанную форму, которые могут обладать свойством самоподобия.<}100{>He called fractals such the geometric objects having strongly fragmented shape, which can posses the property of self-similarity.<0} {0>Можно обобщить понятие фрактала до любого объекта (изображение, речь, телекоммуникационный трафик), некоторые характеристики которого сохраняются при изменении масштаба или времени.<}100{>It is possible to generalize the concept of fractal to any object (image, speech, telecommunication traffic) some parameters of which are saved at scale or time change.<0} {0>При этом главное свойство такого объекта – самоподобие – означает, что при увеличении его части подобны (в определенном смысле) его полному образу.<}100{>Thus, principal property of such object , that is, self-similarity, means that at augmentation, its parts are similar (in some specified sense) to its total transform.<0}
 {0>Свойство точного самоподобия характерно лишь для регулярных фракталов.<}100{>The property of exact self-similarity is characteristic only for the regular fractals.<0} {0>Если вместо детерминированного способа построения включить в алгоритм их создания некоторый элемент случайности (как это бывает, например, во многих процессах диффузионного роста кластеров, электрическом пробое и т.д.), то возникают так называемые случайные фракталы.<}100{>If to include some element of randomness (as it happens, for example, in many processes of diffusion growth of clusters, voltage failure etc.) in their algorithm of creation instead of the determined method of construction, then so-called casual fractals will arise.<0} {0>Основное их отличие от регулярных состоит в том, что свойства самоподобия справедливы только после соответствующего усреднения по всем статистически независимым реализациям объекта.<}100{>Their basic difference from regular ones lie in the fact that properties of self-similarity are fair only after corresponding averaging on the base of all statistically independent realizations of the object.<0}
{0>Для количественного описания фракталов достаточно одной величины – фрактальной размерности (размерности Хаусдорфа) или показателя скейлинга, который определяется как<}100{>For quantitative description of fractals a single value, a fractal dimension (the dimension of Hausdorff) or index of scaling is enough that is determined as follows<0} 
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{0>Здесь Df фрактальная размерность множества, занимающая область объемом [image: image2.wmf]f

D

L

 в D-мерном пространстве, покрытая множеством кубов с объемом [image: image3.wmf]f
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.<}100{>Here Df is fractal dimension of set occupying area by volume of [image: image4.wmf]f
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 in D-dimensional space, covered with a number of cubes with a volume of. [image: image5.wmf]f
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<0} {0>Минимальное количество таких непустых кубов, покрывающих множество, есть [image: image6.wmf]()(1/)
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.<}100{>The minimum number of such nonempty cubes occupying the set is [image: image7.wmf]()(1/)

ff

DD

ML

ee

=

.<0}
{0>Помимо регулярных фракталов существует особый класс фрактальных объектов, распределение точек множества внутри которого неоднородно.<}100{>Apart from regular fractals there is a special class of fractal objects, into which the distribution of points of set is heterogeneous.<0} {0>Причина неоднородности — разные вероятности заполнения геометрически одинаковых элементов фрактала, или в общем случае несоответствие вероятностей заполнения геометрическим размерам соответствующих областей.<}100{>The reason of heterogeneity is different occupation probabilities of geometrically identical elements of fractal, or in general case, disparity of occupation probabilities with geometrical sizes of the corresponding areas.<0} {0>Такие неоднородные фрактальные объекты в литературе называются мультифракталами.<}100{>Such heterogeneous fractal objects are called multifractals in literature.<0} {0>Для полного их описания, в отличие от регулярных фракталов, недостаточно введения всего лишь одной величины, его фрактальной размерности Df, а необходим целый спектр таких размерностей, число которых, вообще говоря, бесконечно.<}100{>For their complete description, unlike regular fractals, introducing the only one size, that is its fractal dimension Df is not enough, and the whole spectrum of such dimensions, which number, generally speaking, is infinite, is needed.<0} {0>Причина этого заключается в том, что наряду с чисто геометрическими характеристиками, определяемыми величиной Df, такие фракталы обладают и некоторыми статистическими свойствами.<}100{>The reason is that such fractals also possess some statistical properties along with the purely geometrical descriptions determined by Df dimension.<0}
{0>Дадим общее определение мультифрактала.<}100{>Let's make the general definition of multifractal.<0} {0>Рассмотрим фрактальный объект, занимающий некую ограниченную область [image: image8.wmf]L

 размера L в Евклидовом пространстве с размерностью d.Разобьем всю область [image: image9.wmf]L

 на кубические ячейки со стороной [image: image10.wmf]L
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.<}93{>We will consider a fractal object occupying a certain limited area[image: image12.wmf]L

 of the size L in Euclidean space with dimension d.<0} {0>Далее нас будут интересовать только занятые ячейки, в которых содержится хотя бы одна точка.<}0{>Further we will be interested in only the occupied cells having at least one point.<0} {0>Пусть номер занятых ячеек i изменяется в пределах [image: image13.wmf]1,2,...()

iN

e

=

, где [image: image14.wmf]()

N

e

— суммарное количество занятых ячеек, которое, конечно, зависит от размера ячейки [image: image15.wmf]e

.<}0{>Let number of the occupied cells i changes within ranges[image: image16.wmf]1,2,...()
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 is the general number of the occupied cells which, of course, depends on the size of a cell [image: image18.wmf]e
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{0>Пусть [image: image19.wmf]()
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представляет собой количество точек в ячейке с номером i,  тогда величина<}0{>Let [image: image20.wmf]()
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be the quantity of points in a cell with number i, then size <0}
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{0>представляет собой вероятность того, что наугад взятая точка из нашего множества находится в ячейке i. Другими словами, вероятности р, характеризуют относительную заселенность ячеек.<}0{>represents probability of that a randomly taken point from our set is in a cell i. In other words, probabilities р, characterize relative population of cells.<0} {0>Из условия нормировки вероятности следует, что<}0{>It follows from the normalizing condition of probability that <0}
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{0>Введем теперь в рассмотрение обобщенную статистическую сумму [image: image23.wmf](,)
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(в дальнейшем будем ее называть функцией разбиения), характеризуемую показателем степени q, который может принимать любые значения в интервале [image: image24.wmf]q
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<}0{>Let's enter now into consideration the generalized statistical sum [image: image25.wmf](,)
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{0>Спектр обобщенных фрактальных размерностей [image: image28.wmf]q
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, характеризующих данное распределение точек в области [image: image29.wmf]L

, определяется с помощью соотношения<}0{>The spectrum of generalized fractal dimensions[image: image30.wmf]q
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 characterizing the given distribution of points in area[image: image31.wmf]L

, is defined by the following correlation:<0}
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{0>где функция [image: image33.wmf]()
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{0>Если [image: image36.wmf]q
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, т.е. не зависит отq, то данное множество точек представляет собой обычный, регулярный фрактал (монофрактал), который характеризуется всего лишь одной величиной — фрактальной размерностью D. Напротив, если функция Dq как-то меняется с q, то рассматриваемое множество точек является мультифракталом.<}0{>If[image: image37.wmf]q
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, i.e. does not depend on q the given set of points represents a usual, regular fractal (monofractal) which is characterized only by one size, the fractal dimension D. On the contrary, if function Dq somehow varies with q, then the considered set of points is a multifractal.<0}
{0>Таким образом, мультифрактал в общем случае характеризуется некоторой нелинейной функцией [image: image38.wmf]()
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{0>В [36]показано, какой физический смысл имеет спектр обобщенных фрактальных размерностей[image: image45.wmf]q

D

 при различных значениях q. Так,при q=0 имеем<}0{>It is shown in [36] what physical meaning the spectrum of generalized fractal dimensions [image: image46.wmf]q
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 has at various values of q. So, at q=0 we have<0}
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{0>Это означает, что величина D0 представляет собой обычную хаусдорфову размерность множества [image: image48.wmf]L

.<}0{>It means, that size D0 represents usual Hausdorff Dimension of set[image: image49.wmf]L

.<0} {0>Она является наиболее грубой характеристикой мультифрактала и не несет информации о его статистических свойствах.<}0{>It is the roughest characteristic of a multifractal and does not bear the information on its statistical properties.<0}
{0>При q=1 получаем<}0{>At q=1, we have<0}
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 {0>где [image: image51.wmf]()
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представляет собой энтропию фрактального множества.<}0{>Where [image: image52.wmf]()
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represents the entropy of fractal set.<0} {0>Такое определение энтропии множества полностью идентично используемому в термодинамике, где под pi понимается вероятность обнаружить систему в квантовом состоянии i.<}0{>Such definition of entropy of set is completely identical to the one used in thermodynamics where under pi the probability to detect a system in a quantum condition i is understood.<0}
{0>Клод Шенон обобщил понятие энтропии Z, известное в термодинамике, на абстрактные задачи теории передачи и обработки информации.<}0{>Claude Shannon has generalized the concept of entropy Z known in thermodynamics, on abstract problems of the information and communication theory.<0} {0>Для этих задач энтропия стала мерой количества информации, необходимой для определения системы в некотором положении i. Другими словами, она является мерой нашего незнания о системе.<}0{>For these problems entropy became a measure of quantity of the information necessary for definition of system in some position i. In other words, it is the factor of our ignorance about the system.<0} {0>Возвращаясь к исходной задаче о распределении точек на фрактальном множестве [image: image53.wmf]L

, можно сказать, что поскольку, как следует из (3.9)<}0{>Coming back to initial problem of distribution of points on fractal set[image: image54.wmf]L

, it is possible to tell, that since as follows from (3.9)<0}
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{0>то величина D1 характеризует информацию, необходимую для определения местоположения точки в некоторой ячейке.<}0{>the size D1 characterizes the information necessary for definition of location of a point in some cell.<0} {0>В связи с этим обобщенную фрактальную размерность D1 часто называют информационной размерностью.<}0{>In this connection the generalized fractal dimension D1 is often called information dimension.<0} {0>Она показывает, как информация, необходимая для определения местоположения точки, возрастает при стремлении размера ячейки [image: image56.wmf]e

 к нулю.<}0{>It shows how the information necessary for definition of location of a point increases when the size of the cell [image: image57.wmf]e

 tends to zero.<0}
{0>При q=2 получаем<}0{>At q=2, we receive<0} 
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{0>Определим парный корреляционный интеграл<}0{>Let's define a paired correlation integral<0}
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{0>где суммирование проводится по всем парам точек нашего фрактального множества с радиус-векторами [image: image60.wmf]n

r

 и [image: image61.wmf]m

r

; [image: image62.wmf]()

x

q

 — ступенчатая функция Хевисайда.<}0{>where summation is spent on all couples of points in our fractal set with radiuses-vectors[image: image63.wmf]n
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, если х < 0. Сумма в выражении (3.12) определяет число пар точек n,m, для которых расстояние между ними меньше, чем [image: image69.wmf]e
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 , if х <0. The sum in expression (3.12) defines the number of couples of points n, m for which the distance between them is less than[image: image73.wmf]e

.<0} {0>Поэтому, поделенная на N2, она определяет вероятность того, что две наугад взятые точки разделены расстоянием меньшим, чем [image: image74.wmf]12
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.<}0{>Therefore, it, divided on N2, defines the probability of that two randomly taken points are separated by a distance smaller than[image: image75.wmf]12
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{0>Эту же вероятность можно определить и по-другому.<}0{>The same probability can be defined another way as well.<0} {0>Величина рi, согласно своему определению (3.2), представляет собой вероятность попадания точки в i-ю ячейку с размером [image: image76.wmf]e

.<}0{>The size рi, according to the definition (3.2), represents probability of hitting point in cell i having size[image: image77.wmf]e

.<0} {0>Следовательно, величина pi представляет собой вероятность попадания в эту ячейку двух точек.<}0{>Hence, the size pi represents probability of hit of two points in this cell. <0} {0>Суммируя p2i по всем занятым ячейкам, получим вероятность того, что две произвольно выбранные точки из множества [image: image78.wmf]L

 лежат внутри одной ячейки с размером[image: image79.wmf]e

.<}0{>Summarizing p2i on all occupied cells, we will receive probability of that any two arbitrary chosen points from set[image: image80.wmf]L

 lay in one cell with size[image: image81.wmf]e

.<0} {0>Следовательно, расстояние между этими точками будет меньше или порядка [image: image82.wmf]e

.<}0{>Consequently, the distance between these points will be less than or of an order of[image: image83.wmf]e

.<0} {0>Таким образом, с точностью до численных коэффициентов, принимая во внимание равенство (3.11), получаем<}0{>Thus, accurate within numerical factors, taking into consideration equality (3.11), we receive<0}
[image: image84.wmf]2

()

2

1

()

N

D

i

i

Ip

e

ee

=

»»

å


(3.13)
{0>Можно сделать вывод, что обобщенная размерность D2 определяет зависимость корреляционного интеграла [image: image85.wmf]()
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.<}0{>It is possible to draw a conclusion, that the generalized dimension D2 defines dependence of correlation integral [image: image88.wmf]()
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<0} {0>По этой причине величину D2 в литературе называют корреляционной размерностью.<}0{>For that reason the value of D2 is called correlation dimension in literature.<0}
{0>Однако величины Dq не являются, строго говоря, фрактальными размерностями в общепринятом понимании этого слова.<}0{>However sizes Dq are not, strictly speaking, fractal dimensions in popular sense of this word.<0}
{0>Поэтому часто наряду с ними для характеристики мультифрактального множества используют так называемую функцию мультифрактального спектра[image: image91.wmf]()

f

a

(спектр сингулярностей мультифрактала).<}0{>Therefore, along with them, the so called function of multifractal spectrum [image: image92.wmf]()
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 (multifractal singularities spectrum) is often used to characterize the multifractal set.<0}
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